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BALINT AGNES

A jatéktol a struktarékig -
Dienes Zoltan sejtései nyomaban

Dienes Zoltan magyar szarmazdsii matematikus és pszichologus a matematikatanitds meguiji-
tasdt tiizte célul. Amellett érvelt, hogy a gyerekeknek nem matematikai ismereteket kell tanita-
ni, hanem egyfajta autentikus matematikai gondolkodds kifejlédését kell eldsegiteni. Ennek lé-
nyege a matematikai struktiirak mentalis kialakitdsa. Dienes olyan jatékokat fejlesztett ki erre a
célra, amelyekkel valo manipulicio révén a gyerekek jatszva szereznek matematikailag relevins
tapasztalatokat, és képessé vdlnak a struktirdk megértésére, majd pedig mentilis reprezentd-
ciéjara. A struktirdk reprezentdcidjanak létrejéttében Dienes az absztrakt dsszefiiggések tobb-
sz0rds megtestesitésének (multiple embodiment) szerepét hangsiilyozza. Tanulmdnyomban a
struktiirdk mentdlis kialakitisinak folyamatdt elemzem Dienes nyoman, feltdrva a hattérben
feltételezhet6, Dienes dltal nem vagy kevéssé reflektalt lélektani torténéseket. Ugy vélem, a
struktiirdk keletkezésének megértése az insight (belitds) jelenségének jobb megismeréséhez jd-
rulhat hozza.
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Dienes Zoltdin misszidja

Dienes Zoltan (1916-2014) munkassaga egyetlen kiildetés jegyében bontakozott ki: a mate-
matikatanitas megujitdsan faradozott. A matematika lényegéhez kozelebb vive, hatékony,
de mindvégig 6romteli, intellektudlisan izgalmas tanulast vizionélt, amely valédi alterna-
tivat kinal a hagyomanyos, elvont fogalmak és definiciok tanulasan alapul6, a mtveletek
mechanikus végrehajtasat preferal6 gyakorlattal szemben (Dienes, 1973, 2007, 2014). Vizi-
6jat megannyi j6 gyakorlat bemutatdsaval, tankonyvek irasdval, taneszkozok kifejleszté-
sével, tovabba tanarok tovabbképzésével a gyakorlatba is atiiltette. Mintegy 6tven éven
at a vilagot jarva igyekezett meggy6zni a szakmai kozvéleményt (elsésorban a matemati-
katanarokat) arrdl, hogy az 4ltala kidolgozott Gj szemlélet integralhato és gytimolcs6z6 a
matematikatanitas barmely szintjén és szinterén. Ezzel parhuzamosan tudoméanyos mun-
kak soraval is igazolta elképzeléseinek lélektani és pedagogiai érvényességét, s6t sziiksé-
gességét.! Dienes tudomédnyos munkassdga azonban nemcsak sajat intuiciéinak igazolasat
célozta, hanem komoly elméleti és kisérleti kutatémunkat végzett a matematikai pszicho-
logia és tagabb értelemben a kognitiv pszicholdgia tertiletén is.

Dienes vitatta, hogy a matematikatanitds célja a gyakorlatban hasznosithaté ismeretek
atadésa volna: ennek eredménye ugyanis, némileg sarkitva, tulajdonképpen csak kis haté-
konysagt, ,gyengécske szamologépek” kiképzése lenne (DieNes, 1973:33). Ezzel a felfede-
zés droméért tanul6 gyermeket allitotta szembe: ,Hajlamosak vagyunk elfelejteni, hogy az
osztaly valodi gyermekekbdl all, akik tanaruktdl azt varjak, tarja fel el6ttiik a vilag csoda-
it; sosem kérdezik meg, hogy ami érdekes, egyuttal hasznos-e. (...) A matematikatanulas
mozgatderejének (...) a felfedezés izgalmanak kell lennie” (Dienes, 1973: 31). A matemati-




katanitas céljat Dienes a matematikai gondolkodés kifejlesztésében, a matematikai struk-
tarak mentalis kialakitasdban latta (DieNEs, 1966; DieNEgs, 1973; Dienes, 2007).

A matematika arcai

Ahhoz, hogy jobban megvilagitsuk Dienes allaspontjat, érdemes egy kissé elid6zni a mate-
matika természetével kapcsolatos kérdéseknél. Dienes a matematikai strukturalizmus kép-
viselGjeként azt vallotta, hogy a matematika nem més, mint strukttrak sajatos szovevénye
(DiEnEs, 1966, 1973). Absztraktsaga megkiilonbozteti mind a humén, mind a természettu-
doményoktol. A matematika mibenléte ontolégiai kérdések egész sorét veti fel, amelyek is-
mertetésére és megoldaséra itt nem véllalkozhatunk, de reflexié nélkiil sem hagyhatjuk. E
kérdések egyike, hogy onmagaban, az elmétdl és a valosagtol fliggetlentil 1étezik-e a mate-
matika, vagy az elme terméke csupdn, netan a valésagba eleve belekédolt rendszerrél van
sz6. Amennyiben a matematikat kiilon vilagnak tételezziik, akkor az az episztemolégiai
kérdés valik megkeriilhetetlenné, hogy megismerhet6-e a matematikai tudas, azaz az elme
szamdra megragadhatbak-e a matematikai struktarak.? Az egyszertiség kedvéért - és Di-
enes szelleméhez htien (V6. BHARATH és LesH, 2007:69) - érdemes most arra az allaspontra
helyezkedniink, hogy a természeti-tdrsadalmi valosag, a matematikai valosag és az elmé-
ben reprezentélt valésag egymastol kiilonallo, mindségileg eltérs vilagok. Feltételezziik
tovabba azt is, hogy az elme képes megismerni mind a természeti-tdrsadalmi, mind pedig
a matematikai valésagot. ,Senki sem tagadhatja - mondja Dienes -, hogy a matematika
absztrakt tudomany. Nincsenek ide-oda ropkodé matematikai objektumok a valés vildg
targyai és eseményei kozott” (Dienes, 2007: 4). Ezzel egytitt persze szamos atfedést taldlunk
a matematikai és a természeti vilag kozott (Sapairo, 1997: 110), amelyek id6r6l idére segi-
tenek athidalni az absztrakt és a konkrét kozotti szakadékot.

Fdjdalmas matematika

Mindezek fényében jol érethet6 Dienes kritikdja a matematikatanitas hagyomanyos gya-
korlataval® szemben. A kritika egyik lényeges pontja, hogy a matematikatanitds nem tud
hatékony segitséget nytjtani a tanuloknak ahhoz, hogy megbirkézzanak a targy absztrakt
mivoltaval. Az ismeretek atadédsara iranyul6 tandri torekvés, a ttl hamar bevezetett szim-
bolikus nyelv, a definiciékban kimeriil6 magyarazatok, a csekély szamu szemléletes példa
csak keveseknek teszi lehet6vé, hogy lépést tartsanak a tananyaggal, megértsék a mate-
matikai fogalmakat és Osszefliggéseket, és még kevesebbeknek, hogy cromiiket is leljék a
matematikdval valé foglalatossagban (DienEs, 2007: 30). Ellenkezéleg: a tanuldk tobbsége
nehéznek tartja a matematikat és érzelmileg elutasitja.* A matematikahoz gyermekkorban
kialakitott attittid tartésnak bizonyul; a feln6ttek nagyjabol két csoportra oszthatok abbdl a
szempontbol, hogy kompetensnek érzik-e magukat a matematikdban,” és az a tapasztalat,
hogy a tobbség a nem kompetens csoportba tartozénak vallja magat (Diexes, 1973, 2007). A
hagyomanyos matematikatanitds eredményként konyveli el, ha a tanul6 kell§ rutint szerez
a tipikus feladatok megoldédséban, és memoriter-szertien fel tudja mondani a definicidkat.
Nem sziikségképpen juttat el tehat a fogalmak és Osszefliggések megértéséhez, és nem
képes valodi problémak megoldasara alkalmas matematikai gondolkodast kialakitani (D1-
ENEs, 2007: 30). Dienes raadésul azt tapasztalta, hogy a tényleges megértés sok esetben még
a matematikatanarok esetében is hidnyzik (Diengs, 1973, 2014). ¢

A problémak hatterében tovabba fellelhet6 volt egy makacs, a tanarok széles korében
elterjedt tanulaslélektani tévképzet, amely szerint a tanulds nem mads, mint kemény mun-




ka, osszeszoritott foggal elviselt szenvedés, emberfeletti er6proba. S mivel a tanuldk tobb-
sége szemmel lathatéan nem kereste az efféle élményeket, legfeljebb csak biintetések és
jutalmazasok révén lehetett ravenni 6ket a ,,tanuldsra”, a tanarok maguk sem igazan biztak
munkéjuk eredményességében. Dienes ezzel ellentétes gyakorlatat gyanakodva fogadtak.
Egyik parizsi bemutat6 6raja utdn, amely egy 6t év koriili kislany spontan 6romnyilvani-
tasaval végz6dott, Dienes tugy vélte, Gjabb szemléletes bizonyitékat adta annak, hogy a
matematika tanuldsa konnytivé és romtelivé tehet6. Az 6ra utani megbeszélésen azonban
egy francia kollégdja igy fakadt ki: ,Uram! Ahhoz, hogy a tanulds hatasos legyen, fajdal-
masnak kell lennie! Fdjdalmasnak! Uram!” (Dienes, 201: 273)

Mi tehét a teend6? A matematikatanitas eredménytelenségéért Dienes nem elsGsorban
a tanarokat hibaztatta, még kevésbé a tanuldkat. Nem is a taneszkozok modernizalasatol
és bovitésétdl, vagy épp 4j tantervek és tananyagok kifejlesztésétdl varta a fordulatot (D1-
ENEs, 1973). Sokkal inkabb gyokeres szemléletvaltast siirgetett, 4j , tarsadalmi szerzédést”
a matematika teriiletén, amely megvéltoztatja a gondolkodast a matematikatanitds célja-
r6l, és ebbdl kovetkezben a moédszertanardl (DieNes, 1966, 1973). Koranak legmodernebb,
kognitiv tanulaslélektani ismereteivel” felvértezve, tovabba intuitiv és kreativ ttletektsl
vezérelve vazolta fel a matematikai strukturdk mentalis reprezentacidjanak kialakitasa-
val kapcsolatos elméletét (DienEs, 1966, 1973, 2007), majd faradhatatlannak bizonyult az 4j
taneszkozok, tankdnyvek és tananyagok kifejlesztésében, hogy a gyakorlatban is igazolja:
a gyerekek képesek elsajatitani a matematikai gondolkodés elemeit, s6t 6romiiket is lelik a
matematikdval valo6 foglalatossdgban.

A tovabbiakban azt vessziik szemtigyre, hogy miben all a matematikai struktarak ki-
alakitasanak Dienes éltal feltart ttja, illetve milyen egyéb lélektani folyamatok és mozza-
natok valdszintisithet6k a hattérben.

A struktiirdk matematikdja

Ahhoz, hogy a struktirak mentalis reprezentacidjanak kialakitasarol érdemben szoélhas-
sunk, elkeriilhetetlen, hogy tisztazzuk, mit is érttink struktaran. A hétkdznapok valdsa-
gaban szamos struktira vesz benniinket koriil: egy sakkjatszma-éllas, egy szimfénia vagy
éppen a kozoktatds rendszere olyan viszonyokat rogzit, amelyek allandénak és sajatos
szabalyok altal szervezettnek bizonyulnak. A matematika, amely a strukturalista felfogéas
szerint kizarélag struktardkbol all, szamos matematikai strukttrat ismer, ilyen példaul az
egész szamok vagy a raciondlis szamok rendszere, vagy éppen a halmazelméleti hierar-
chidk - a példak sora gyakorlatilag végtelen hosszan folytathat6 (V6. SapHIrRO, 1997:77). A
hétkoznapok és a matematika struktirai kozott nincs 1ényegi kiilonbség, legfeljebb annyi,
hogy masképp tanulmanyozzuk 6ket: a matematikaiakat deduktiv tton és kell6 alapos-
saggal, a hétkoznapiakat inkabb induktive, illetve tobbnyire sehogy (SaPHIRO, 1997: 97-98).
A struktirak objektumokbol (példaul szinek, formék, szamok, pontok, egyenesek, stb.)
szervez&dnek, amelyek kozott relaciés és funkcionalis viszonyok alltank fenn (SAPHIRO,
1997:93). Az objektumok a struktiraban nem birnak identitassal (vo. Resnik, 1997),® inkdbb
csak helyeket jelolnek, és mindig masodlagosak magahoz a struktdrahoz képest. Lassunk né-
hany hétkdznapi példat. Egy dal esetében a dallam jelenti a struktarat, a dallamot alkot6 han-
gok pedig az objektumok. Az objektumok bizonyos feltételek teljesiilése mellett lecserélhet6k
anélkil, hogy a struktira maga megvaltozna: gondoljunk a hangok masik hangnembe val6
attranszponalasara. A sakktablan sem az a fontos, hogy fehér vagy fekete (esetleg z61d) babuk
adnak mattot az ellenfélnek, hanem a babuk egymashoz val6 viszonya, sajatos konfiguracioja.
Az objektumok ilyenfajta 6nkényes varialasi lehetéségét (azaz, tulajdonképpen identitasuk
irrelevans voltat) aknazzak ki a Dienes-féle jatékok, amint azt a késébbiekben latni fogjuk.




Saphiro megfogalmazasaban tehat a struktudra , egy rendszer absztrakt formédja, amely
ravilagit az objektumok kozotti kolcsonos Osszefiiggésekre, és figyelmen kiviil hagyja
ezeknek mindazon jellemz6it, amelyek nem befolyasoljak azt, hogy a rendszeren beliil ho-
gyan kapcsolédnak més targyakhoz” (SapHIRO, 1997:74).

A strukttrak lehetnek egymastol eltéréek, de egymasnak megfeleltethet6ek is izomorf-
izmus révén (vo. ResNIK, 1997; SaPHIRO, 1997). Ugyanazt a strukttrat tehat akar tobb kiilon-
boz6 rendszer is képviselheti, megtestesitheti. Ez szintén fontos kiindulépontja a strukta-
rak jatékka konvertalasanak Dienes gyakorlataban.

Jatékos matematika

Miben all tehat Dienes tjitasa? Bar készséggel elismerte, hogy a matematika vilaga abszt-
raktsagabol kifolyolag nehezen megkozelithet a gyerekek szamara, mégsem tartotta le-
hetetlennek, hogy otthonosan mozogjanak benne, s6t, hitt abban, hogy a gyerekek mate-
matikai gondolkodasba vald beavatdsa hasznos és kivanatos. Nem a hagyomanyos érte-
lemben vett tananyag megtanitdsa lebegett célként a szeme el6tt, annal sokkal mélyebb
megértést ambicionalt; ma tigy mondandnk, hogy kompetenciafejlesztésben gondolko-
dott. Ugy vélte, ha sikeriil a matematikai strukturak hiteles reprezentacisjat kialakita-
ni a gyermeki elmében, akkor a gyermek maga valik képessé arra, hogy érdeklédése és
sziikségletei fliggvényében szert tegyen tovabbi tudasra a matematika barmely teriiletén
(DrENEs, 2014).

Dienes szakitott azzal a piaget-i dogmaval, miszerint az absztrakt gondolkodas feltét-
elei nem adottak a serdiil6kor el6tt. Ramutatott, hogy az absztrakt struktarak felbukka-
nasa az elmében nem életkortdl fiigg, hanem adekvat tanulasi stratégidk soran megsze-
rezhet6 tapasztalatoktol (Dienes, 2014). Hangstlyozta azonban, hogy bar a gyerekek igen
korédn készen allnak az olyan konstrukcidk szervezésére, mint amilyenek a matematikai
struktarak, az elemzé gondolkodasra (amit a hagyomanyos matematikatanitas igen koran
suirget) csak a serdiil6kor tajan valnak képessé (Dienes, 1973, 2014:161-162).

Konstruktivistaként azt vallotta, hogy a tanuldsban a gyermek aktivitasa a donté moz-
zanat, a tanar szerepe pedig az Gtmutatds, segitségnyujtas, terelgetés, munkaszervezés.
A tudas forrasa nem a tandr, hanem a gyermek tapasztalatai, amelyeket az el6zetes tu-
das generalta elvarasok szerveznek és sztirnek meg. Ez az el6zetes tudas teszi integral-
hatova, vagy épp produktivan konfliktusossa az 4j ismereteket. Hangstlyozta, hogy a
tanulast kiviilrél motivalé eszkozdket (mint amilyen a jutalmazas és a biintetés) fel kell
valtania a gyermek bels6 motivacidjara épit6 tanari magatartasnak, és a tanulast mindin-
kabb a felfedezés oromével kell egyenlévé tenni a gyermekek szaméra (vo. DiENEs, 1966,
1973: 24-45). Ehhez olyan jatékokat® fejlesztett ki, amelyek mind matematikai, mind pedig
tanulaslélektani szempontbol alkalmasak arra, hogy beteljesitsék a dienesi kiildetést.

A matematikai struktardk a maguk absztraktsagédban kevéssé, a jaték nyelvére lefordit-
va azonban konnyedén hozzaférhet6vé valnak a gyermekek szamara, vallja Dienes (Die-
NES, 1973, 2015; BHARATH és LesH, 2007). A jaték képes konkrét formédban , megtestesiteni”
(embody) a strukturat, ,,arcot” ad a fogalomnak,'’ ami igy mar kezelhet6vé valik.

Dienes igyekezett a gyerekek szdmara eleve vonzo, egyuttal relevans matematikai
tartalmakat megtestesit6 jatékokat megalkotni. Ezek egy része kézbe vehetd, szabad és
strukturalt jaték keretében egyarant manipulalhato, mas résziik (f6ként idésebb gyerme-
kek részére) fejben jatszhato, vagy minimalis eszkozt igényel (pl. gyufaszélak, kavicsok,
kartyacsomag). A gyermek belsé motivacidjara épitve, tovabba a fokozatossag elvét szem
el6tt tartva Dienes hangstlyozta, hogy az egyes jatékokkal val6 ismerkedést mindig sza-
bad jatékkal érdemes kezdeni. Ez teszi lehet6vé, hogy a gyermekek megismerkedjenek a




jatékelemek fizikai tulajdonsagaival (méret, szin, forma stb.) és az ezekbdl fakadé lehet6-
ségekkel (kombinaciok, egymashoz val6 viszonyuk stb.).

A gyakorlat persze néha nem kovette ezt az elvet. Maga Dienes volt tandja egy alka-
lommal, amikor az éltala kifejlesztett logikai készlet egyes darabjainak megismertetéséhez
egyik Gj-guineai tanarkollégdja igy fogott hozza: ,Ez egy nagy, vastag piros négyzet. Na,
most mindenki mondja: Ez egy nagy, vastag piros négyzet. (...) A gyerekek mechanikusan
ismételték a mondatot” (Dienes, 2014: 208)."

Csak a szabad jaték utan kovetkezhet a jatéknak az a strukturalt forméja, amely iranyi-
tott feltételek mellett teszi lehet6vé, hogy a gyerekek 1épésrél 1épésre felfedezzék a jatékba
belekédolt szabalyszertiségeket és strukturalis Osszefliggéseket, azaz, relevans matema-
tikai tapasztalatokra tegyenek szert. E jatékok segitségével kivanta Dienes kikdvezni, jar-
hatoéva tenni a konkrét tapasztalattél az absztrakt mentalis struktarakhoz vezet6 utat. Azt
vallotta, hogy matematikat , csinalni” kell, hogy a manipulaci6 és a jaték soran felhalmo-
zott tapasztalat végiil tudassa strukturalédjon.

A jaték azonban, fontos ramutatnunk, nemcsak a manipulacié révén, hanem mas mo-
don is hozzajarul az adekvat matematikai strukttrak kialakitdsahoz. A szabad jaték sajé-
tos tudatallapotba helyezkedést eredményez (s6t feltételez), amit a szorongasmentesség,
relaxaltsag és pozitiv érzelmek jellemeznek. A pozitiv érzelmek, mint arra Fredrickson
(2001) broaden-and-built hipotézise ramutat - egyéb jotékony hatasaik mellett - kitagitjak
a figyelem fokuszat, és megnyitjadk az elmét az informécioé holisztikus befogadasara, to-
vabba rugalmas és kreativ gondolkodast tesznek lehet6vé. A tagit6 hatas mellett a pozitiv
érzelmek novelik a kdrnyezet iranti érdeklédést és a felfedez6kedvet, ami a kornyezet fel-
deritésében és vizsgalatdban olt testet, és ennek révén a tudas és a megértés novekedését
eredményezi. ,Ezek a jatékok - jegyzi meg Varga Tamas (1989:7) a Dienes-féle jatékokrol
- (...) szellemi er6feszitést, intenziv agymunkéat kivannak a jatékosoktol. Eleven cafolatai a
jaték és tanulas, jaték és munka primitiv szembeéllitdsanak.” A kdrnyezettel val6 elmélytuilt
interakci6 tovabba el6segiti a kihivasokkal val6é jobb megbirkézast (FReDRricksON, 2001,
2009), és nyilvan a produktiv konfliktusok megoldasat is. Dienes nem beszél flow-rél, de
mindenképp figyelemre mélt6 az analdgia a Csikszentmihalyi 4ltal leirt jelenséget atélok és
a dienesi jatékokkal jatszadozo, és kozben 6romot atéls, nem mellesleg Gj tudasra is szert
tevo gyerekek élményei kozott.

A jaték regresszi6'? is, ami, ugy vélem, két okbol is gyiimolesoz6 hatést gyakorol a ja-
tékosan tanul6 gyermekre. Az egyik ezek koziil az, hogy a regresszi6 jobb hozzaférési
lehet&séget teremt a tudattalan tartalmakhoz (KuLcsAr, 2004), igy az implicit tudashoz is.
A jatszas révén a gyermek mozgosithatja el6zetes, talan eddig még megfogalmazasra sem
keriilt, tudattalan ismereteit,”® amelyek nagyban segithetik az Gjonnan szerzett informa-
ciok jobb megértését, szervezését, illetve j6 alkalom arra, hogy az igy tudatkozelbe kertilt
implicit tudas relevans része explicit format 6ltson (V6. ERDELYI, 2004).

A regresszi6 masik jotékony hatasa abban rejlik, hogy lehet&séget teremt a méar megha-
ladott, de kisgyermekkorban nagy szerepet jatszo, akkor még egyeduralkodé preverbalis
és analog természetti matematikai reprezentaciok (DEHAENE, 2005) mozgodsitasara. Alig tobb
mint egy évtizede tudjuk, hogy a kisgyermekek matematikai ismeretszerzését ezek az Gsi
mentalis képek vezérlik (GALLISTEL és GELMAN, 2005), amelyek még igen szoros kapcsolat-
ban élltak a téri-vizuélis reprezentdciéval. A tér és a szamok kozotti kapcsolat megértését
szolgélja és bizonyitja példaul az igen koran megjelené mentélis szamegyenes (DEHAENE,
2005), s6t ma mar egyre tobb bizonyiték szol amellett, hogy egy ennél is Osszetettebb, tn.
szamtérképpel (ScHwarz és Keus, 2004, idézi Gyorko, 2015) kell szamolnunk mar kisgyere-
keknél is. Ezek a szamok kozotti kapesolatot téri viszonyokként leképez6, kép-természetii
struktardk mintegy archetipusként szolgalhatnak az éppen folyamatban 1év6 reprezen-
tacios torekvések szamara, és segithetik az elvont matematikai struktiarak képként valo




megértését és leképezését. A struktarak képben val6 elképzelését Dienes az absztrakcios
folyamat sarkalatos pontjanak tekinti (Diengs, 1966, 1973:15). Van Nes és de Lange (2007)
vizsgalatai egyértelmtien megerdsitik, hogy a téri szerkezet szabalyszertiségének megérté-
se a gyerekeknél nagyban hozzajarul a matematikai szerkezet szabalyszertiségének felis-
meréséhez.

Az ezerarcii struktiira

De hogyan mtikodnek Dienes jatékai? Melyek azok a 1élektani folyamatok, amelyek lehe-
tévé teszik a konkrét és az absztrakt kozott tatongé szakadék athidalasat? ,,Szakadékrol”
egyébként tulzas beszélni. Az absztrakt fogalmak sokfélék, attol fiiggden, hogy kialakité-
suk alacsonyabb vagy magasabb szintli absztrakciét igényel. Az egyszert gytjtéfogalmak
példaul, mint amilyen a ,feln6ttek” vagy az ,allatok” fogalma, igen koran megjelennek a
gyerekeknél. Az absztrakci6 ,magassagi” szintjei is sokfélék, egzakt médon egyel6re nem
beazonosithatok.

Saphiro (1997: 114) az olvasas irant érdekléd6 gyerek példéjan keresztiil mutatja meg,
hogy nem kell az absztrakciot feltétlentil varazslatnak képzelni. Ha néhanyszor megmu-
tatjuk a gyereknek az e bettit, lehetSleg tobb kiilonboz6 bettitipusban dbrazolva, értelmes
szavak részeként, mindannyiszor hangoztatva is az e hangot, akkor a gyerek j6 eséllyel
felismeri a sokféle formaju e bettiben a k6zos funkciot. Rajon arra, hogy a bettik egy struk-
tara, az ABC részei, az e betli pedig annak egy helyét t5lti be, méghozza az ctodiket (az
angol ABC rendszerében gondolkodva). Mind a funkci6, mind a strukttra felismerése
absztrakci6 eredménye.

A gyerekek tehat a mindennapi élet soran spontan hajlandésagot és felkésziiltséget mu-
tatnak arra, hogy az absztrakcié kiilonboz6 szintjeit bejarjak, fogalmakat alkossanak, sza-
balyt, funkciét és strukttrat ismerjenek fel. Freudenthal (1978) is vallja, hogy a gyerekek
szdmadra a vilag szervezésének egyik alapvet6 mddszere a strukturalas. Dienes jatékai ezt
az absztrakcids készenlétet és képességet aknazzak ki.

A jaték formajéban testet 6ltott struktiira azonban, konkrétsaga okan, nem sziikségkép-
pen segiti hozza a gyermeket az absztrakt struktira helyes megismeréséhez. Dienes (1966,
1973, 2007; SRIRAMAN és LesH, 2007) hangstlyozza, hogy ugyanazt a struktarat tobb jaték
formajaban kell megtestesiteni: ez az absztrakci6hoz vezet6 Gt in. tobbszords megtestesi-
tés (multiple embodiment) elve. A gyerekek igy azonos strukttraja, de eltéré objektumok-
kal operalé rendszerekkel szembestilnek, amelyek egyrészt abban segitik 6ket, hogy az
esetlegest elkiilonitsék a sziikségszer(it6l, masrészt abban, hogy analdgias tton felismerjék
az izomorfiat, és beazonositsak magat a strukttrat.

Tobbszoros megtestesités nélkiil tehat nem varhat6 a mentalis strukttraalkotas, ugyan-
akkor az izomorfia felismerése - figyelmeztet Dienes (1966:101) -, f6képp kisebb gyerekek
esetében, nem automatikus. A tanarnak kell beavatkoznia, felhivnia a figyelmet a hasonlé-
sagra, és biztatni 6ket, hogy keressenek analdgidkat a két rendszer kozott. Dienes késébb
egy un. szotar-modszert dolgozott ki arra, hogy a gyerekek jatékos formaban feleltethessék
meg egymasnak a két struktiira egyes objektumait, relacioit és funkciéit (Dienes, 1973:69-
70). A kozos vonasok beazonositasa fontos eredménnyel zarul: a gyerek megérti a struk-
tara objektumainak torvényszertiségeit (identitas hianya, csak helyeket jelolnek stb.) és a
struktdra els6dlegességét az objektumaihoz képest. Ezen a ponton mar sejtése van magérol
a struktararol.




A Madgus titkai

A ,sejtés”: insight.” Az insight: ,csoda”. Nevezik , aha-élménynek” és ,, megvilagosodas-
nak” is, és van egy kevéssé szerencsés magyar neve is, a ,belatds”. Olyan, keletkezése
szamos részletében még tisztazatlan lélektani strukturalé mozzanat, amely soran az addig
irrelevansnak tting részletekbdl , 6sszeall a kép”, értelmezhetévé az addig értelmezhetet-
len, , pofonegyszertivé” az addig atlathatatlanul bonyolult. Az insight olyan tudast ered-
ményez, amely tartés, érvényes, eredményes és produktiv (STERNBERG és DAviDsoN, 1995,
NEcka, 2011, BALINT, 2012). Dienes maga is hangsulyozza, hogy médszere dont6en a tanuld
insightjara épit (v6. Dienes, 1973: 44), anélkiil azonban, hogy tudatosan munkalna ennek
bekovetkezését. Dienes bizik a ,,csoddban”, és tapasztalatai megerdsitik, hogy az rendre
meg is torténik. Magabiztossaga emlékeztet az aldbbi vicc matematikaprofesszordra, aki

evidensnek veszi a levezetés masodik lépéseként a csodat.

“| think you should be more
explicit here in step two.”

1. kép: A csodikkal szamolni kell*®

De igazsagtalanok lennénk, ha elhallgatnank, hogy épp Dienesnek kdszonhetiink nagyon
sokat az insight keletkezésének tisztazasa terén. A matematikai struktira megsejtéséhez
vezetd Gt ugyanis nem mas, mint az insighthoz vezet6 tt. Talan nem az egyetlen lehetsé-
ges ut, de mindenesetre egyel6re a legjobban részletezett, és részleteiben a legpontosabban
lekdvethetd.

A két kulcs, amellyel Dienes hozzajarult az insight keletkezésének megfejtéséhez, a
megtestesités (embodiment) és a tobbszoros megtestesités (multiple embodiment) moz-
zanatai. Azzal, hogy kézzelfoghat6 kozelségbe hozta az absztraktot, majd megmutatta az
utat az Gjraabsztrahalas felé, j6 modellt adott az absztrakt-konkrét-absztrakt atjaras meg-
értéséhez. A tobbszoros megtestesités elve pedig azért kulcs az insighthoz, mert arra mutat
r4, hogy ugyanazt a strukttrat csak tobb valtozatban szemlélve jutunk el az azonossag, és
ezen keresztiil a lényeg megértéshez, ami az insight dont6 mozzanata. Ennek el6zménye a
relaciok és funkcidk analogikus letapogatésa épptigy, mint az irrelevans elemek kisztirése,
azaz az izomorfia felismerése. A Dienes altal eleve belekédolt analégia mér csak az anal6-
gias gondolkodas beinditdsat teszi sziikségessé.!®

Abban, hogy ezen a ponton az analdgias gondolkodas nem indul be spontan minden-
kinél és minden esetben, nincs semmi meglep6. Ahhoz, hogy egyszer csak lehulljon a sze-




miinkrél a hdlyog, amikor nyilvanvalé igazsagok/tudas kiiszobén allunk, gyakran sziikség
van valami pluszra: egy Gj informécidra, egy jo analdgiara, vagy éppen egy j6 instrukciéra
az informadci6 szervezésére vonatkozoan."” Ezt mar Vigotszkij is leirja, amikor azt a lélektani
pillanatot elemzi, amikor a megismer6 tudésa csak egy , hajszalnyira” (ugyanakkor, miné-
ségét tekintve: fényévekre, 1élektanilag pedig egy insightnyira, Vigotszkij kifejezésével élve:
a proximalis zénajdban) van a szamaéra elérhet6 tudastol, mégsem tudja atlépni sajat korla-
tait (V6. Vycorsky, 1987; VAN DER VEER és VALSINER, 1991; OAKLEY, 2004). A segitségnek ilyen-
kor kiviilr6l kell érkeznie,”® és a maga egyszertiségében ,telibe kell taldlnia”.’ A , csoda”
pedig megtorténik, a tantusz leesik. Dienes is alkalmazott 8sztonosen ilyen segitséget, amit
»light touch”-nak (gyengéd érintésnek) nevezett (Dienes, 2014: 322), illetve ide sorolhatjuk
részérél az analdgiak felismerésére buzdité tandri magatartas stirgetését is.

Dienes tehat - mellékesen vagy sem - kidolgozta az insight elérésének (legaldbbis egyik)
»technol6giajat”. A magat szivesen ,magusnak” nevezé matematikus val6szintileg maga is
insight Gtjan talalt ra a kulcsokra, de szivesebben , vardzsolt” inkabb, mintsem a varazslat
- szamadra irrelevans - részletein toprengett. Absztrakciés és generalizécios folyamatként
irta le a struktdra mentalis kialakuldsat; jobban foglalkoztatta a , mit”, mint a ,hogyan”.
Meégis egy olyan titokrdl rantotta le a leplet, amely eddig megoldhatatlannak bizonyult, és
olyan magatol értet6d6en, mintha az egyszeregyet fejtegetné. Segitségével szamos insight-
jelenség valik magyarazhatoéva, és 4j kérdések felvetése kertilhet napirendre.

A struktiirdk viselt dolgai

Dienes j6l tudta, hogy a struktira megsejtésével a csodak sora nem ér véget, s6t csak most
kezdédik igazan. Az absztrakciés folyamat kdvetkezé 1épése a dienesi modellben a struk-
tararol készitett mentdlis kép, az els6 mentalis reprezentacid, amely késébb talan elvet-
het6, de attol kezdve, hogy létrejott, kapaszkodot jelent a tovabbi, egyre komplexebb és
absztraktabb mentdlis reprezentaciok megalkotasahoz. Képként kell tehat megfogalma-
z6dnia az eddig meggértett osszeftiggéseknek. Ennek a képnek, barmennyire is 6nkényes, a
struktara lényegérdl kell arulkodnia.

Az absztrakci6 meglehet&sen magas szintje ez, bir még nem a legmagasabb. Gondoljunk
bele: a matematikai struktirak tobbsége természeténél fogva végtelen, az emberi elmének
elméletileg minden esetben ezt a végtelenséget kellene megragadnia ahhoz, hogy képet al-
kosson réla (SapHIRO, 1997:111-112). Az absztrakcié 1ényegéhez tartozik, hogy az egyedib6l
az altalanos kivonasa révén megnyugtatéan képes kezelni a végtelenség problémajat is. Az
absztrakci6 azonban ily médon csak némi veszteség aran tudja a végtelent a véges reprezen-
tacioba , begyomoszolni”. A struktara reprezentacidjaba a generalizaci6 segitségével csem-
pészhetjiik vissza a végtelent, amely az egyedi eseteket a szabalyossagok mentén altalanossa
terjeszti ki, igy jutva el a nemcsak, hanem és a barmely belatasaig (vo. Dienes, 2007: 8).

A mentalis kép megalkotasatol kezdve a megtestesitett strukttra (azaz a jaték) Gj funkciot
kap: a mentalis reprezentaci6 validitdsanak tesztelésére hasznélhaté (Dienes, 2007:25). Az im-
mar belsévé lett, képként rendelkezésre all6 struktiraval miveleteket lehet végezni, hiszen
elérhetévé valik a képzeleti és egyes gondolkodasi folyamatok szamara. Tudas sziiletett.

A kép azonban még néma tudas, és akarmilyen komplex és elvont is, nem sziikségkép-
pen teljes. Képi természeténél fogva nem teszi lehetévé a modszeres analizist, tavol 4ll téle
a logikai szervetettség, és ebben a formajaban nyelvileg artikulalhatatlan. Ahhoz, hogy az
elme raciondlis-logikus mtikodésmoédjai szdmara is birtokba vehet6 legyen, le kell fordita-
ni a nyelvre, azaz digitalis kodra, esettinkben a matematika szimbolikus nyelvére.

Dienes tobb helyen hangstlyozza (DieNgs, 1966, 1973; SRIRaMAN és LesH, 2007), hogy a
matematikai nyelvi megfogalmazast nem szabad elsietni, kiilonben a , szimbélumsokk”




jelenségével kell szamolnunk. A tdl koran bevezetett szimbolizacié ugyanis inkabb aka-
dalya, mintsem segitGje a megértésnek: a gyerek szamara olyan élmény, mintha idegen
nyelven szélndnak hozza, s6t neki is ezen az idegen nyelven kellene megnyilatkoznia. A
gyerekek egy része ett6l ,beszorong”, ellendllast fejt ki, vagy menekiilésre fogja a dolgot.?
A matematika nyelve, mondja Dienes, két {6 tulajdonsdgban kiilonbozik a hétkdznapi
nyelvtél (Dienes, 2007:17). El6szor is: nem redundans. Ezt szokni kell, mert a megszokottol
eltér6 gondolkodasi fegyelmet és kifejezéskultarat kovetel. A matematika nyelve masrészt
absztraktabb, mint a hétkoznapi: olyan fogalmakkal operal, olyan relacidkat és miivelete-
ket fejez ki, amelyek sokszor csak a matematika valosagat tiikrozik, és ezt a valésagot el6-
szor meg kell ismerni, hogy allitasokat tehessiink rdla, vagy érvényes kérdéseket vessiink
fel vele kapcsolatban. Amennyiben azonban éppen id6ben (vagyis a képi reprezentacio lét-
rejottét kovetSen) vezetjitk be a matematikai nyelvet, Gjabb felismerésekhez, és jobb meg-
értéshez juttathatjuk hozza a gyereket, aki mellesleg egy 1j intellektualis jaték birtokaba is
jut azzal, hogy megtanulja matematikai tapasztalatait a matematika nyelvén elbeszélni.

Fontoljuk meg: az Gjabb felismerések Gjabb insightokat jelentenek, a jobb megértés pe-
dig fogalmi valtast - ezek kiilon-kiilon és egytitt még inkabb a tudas minéségi atalakuldsat
eredményezik. Az els6 insight utdn, amely a struktira mentalis megsziiletését eredmé-
nyezte, mintha egy lavina indulna meg, ami hihetetlen gyorsan hitetetlen nagy tertileten
végezhet atalakito munkat - ezuattal ezt pozitiv értelemben értve. De épptigy, mint a lavina
elindulasahoz, a szimbolizaciés folyamat meginditasahoz is sziikség van egy kivalté kiilsé
hatésra. Megint fontos szerep jut a jokor és jol alkalmazott tandri instrukciénak, a ,light
touch”-nak vagy a scaffolding (OAKLEY, 2004) megfelel6 formainak. Az ilyenforman egyre
inkdbb meger6sodé és kitisztulé mentalis reprezentacié pedig elkezdi éIni az elmében azt
a tarsasagi- és maganéletet, ami a mentalis reprezentaciok sajatja: kapcsolatokat létesit, és
részt vesz a megismerd folyamatok tovabbi irdnyitasaban.

A formalizacié Dienes (2007:28) szerint az absztrakcids folyamat legmagasabb szintje és
végallomasa. Itt a természetes nyelv szintaxisa és szokészlete mar nem sok relevanciaval
bir, ezek szerepét képletek, szimbolumok veszik at. Ez a formalizalt matematikai nyelv
a legalkalmasabb arra, hogy axiémak formajaban kifejezze a struktdra megismert tulaj-
donsagait, majd adott szabalyok alkalmazasa révén tételekké szintetizélja Sket, amelyeket
aztan bizonyitas segitségével igazol. A formalizalt nyelv lehet&vé teszi a struktira logi-
kai-raciondlis elemzését, validitasanak tovabbi vizsgalatat, és a vizsgalatok fényében az
esetleges korrekciot. Erre a kisebb gyerekek, ismeri el Dienes (1973:63), még nem képesek,
legfeljebb a kivételesen tehetségesek. A tudas ilyen értelmt elmélyitése inkdbb a serdiil6-
kor és az azt kovet6 id6k kivaltsédga.

A szimbolikus nyelvre leforditott majd formalizalt struktara immar kompetens, ,fel-
noétt” tagja a mentélis reprezentaciok tarsadalméanak. Felkavarhatja a ,helyi tarsadalom-
ban” kialakult 4llévizet, konfliktust generalhat, bels6 paradigmavaltast idézhet el6 vagy
tehet stirget6vé, paradigmék igazol6java vagy megkérddjelezsjévé valhat. Nem lehet nem
szamolni vele tobbé.

Dienes tisztaban volt azzal, hogy a tudas nem azonos az egyes strukttrak megraga-
daséaval, a megismerés pedig nem ér véget azok formalizacidjaval. Abbél a néz&pontbol,
hogy a matematika struktarak végtelen szovevénye, az is kovetkezik, hogy nem eléged-
hetiink meg egy-egy elszigetelt mentalis strukttra kialakitasaval, sokkal inkabb struktura-
szovetek kiépitése lehet a cél. A tudas a struktarak vildgaban valé konnyed tajékozodast
jelenti, egymashoz valé viszonyaik atlatasat, a struktaran beliili struktarak felfedezését,
és végsd soron a struktirakkal végzett mtiveletek képességét. Ez a matematikai gondol-
kodas, amelynek kialakitasat Dienes ambicionalta, és amelyrdl hitte, hogy minden gyerek
elsajatithatja, hogy aztan 6romét lelje benne.




TANULMANYOK

Szubjektiv megjegyzések

Bar izgalmas vallalkozés pszichologusként végiggondolni a matematikatanitds szemléleti
megujitasat célzo dienesi torekvést, e kaland legf6bb hozadéka szdmomra mégsem a ma-
tematikaval kapcsolatos. A Magus varazsmodszerének titkaba beavatast nyerni rendkiviil
tanulsagos és megvilagosito (insightful) élmény volt. Ennek fogalmi (és érzelmi) nyeresége
ad 4j lendiiletet ahhoz, hogy tovabb boncoljam az insight természetét.

Jegyzetek
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P1. Dienes (1966, 1973, 2007)

Az egymast sokszor kizar6 valaszok sokasagat 1d. Resnik (1997) és SapHIRO (1997).
Dienes kritikdja a huszadik szazad masodik felében, f6ként az angolszasz vildgban
tapasztalt gyakorlatot érinti, de a vilagot jarva mindentitt nagyjabdl ezzel a hagyo-
mannyal taldlta magat szembe, igy éltaldnos érvénytinek is tekinthet6. Diagnoézisa, a
matematika tanitdsanak megujitasat szolgalé megannyi kisérlet ellenére (vagy mel-
lett) gyakorlatilag ma is érvényes.

Fontoljuk meg: a matematikaban val6 sikerességet a gyerekeknél nem elsésorban a ké-
pességek hatarozzdk meg, hanem a targgyal kapcsolatos érzelmi attittid pozitiv vagy
negativ volta! V6. DEHAENE (2005)

Ide kivankozik a vicc, amely szerint haromféle ember van: aki tud szamolni, és aki
nem.

Maga Dienes tobbek kozott ezzel magyarazta a tanartarsadalom egy részének ellenal-
lasét az 1Gj szemlélettel kapcsolatban (v6. Dienes, 2014).

Rovidebb-hosszabb ideig raadédsul személyes munkakapcsolatban allt Jean Piaget-val
és Jerome Brunerrel is, ami arra inspiralta, hogy a nagy kortarsak elméleti megfon-
tolasait mérlegre tegye, és részben ezek titkrében fogalmazza meg sajat allaspontjat.
(DieNEs, 2014)

Saphiro (1997) viszont vitatja ezt az allitast, de érveinek ismertetésétdl itt tekintstink
el, mert nem tartozik szorosan a targyunkhoz.

Tovabba torténeteket és tancokat is. Dallamok, dalok irdsa sem allt t6le tavol, ha Gj for-
mat keresett egy strukttra szamadra. Jatékainak egyik gytijteménye magyarul is meg-
jelent: 1d. DieNEs (1989). A jatékfejlesztés a dienesi alapelvek mentén ma is aktivan fo-
lyik, pedagégusok, matematikusok és képzémiivészek vildgszerte dolgoznak tovabbi
izgalmas taneszkozok kialakitasan. Ld. pl. VisMats mozgalom http:/ /www.vismats.
com/ vagy a szegedi Jatékos Matematika Alkotémiihely http:/ /www jgytf.u-szeged.
hu/tanszek/TOKI/matematika/alkotomuhely.htm .

Amikor Dienes ,fogalomrol” beszél, akkor is , struktarat” ért alatta, &m egyes kontex-
tusok (pedagdgiai) inkabb egyik, mig méasok (matematikai, kognitiv pszicholégiai) a
masik terminus hasznélatat igénylik.

Altalanos iskolés évei alatt e sorok iréja is talalkozott - szigortian mindig csak néhany
percre - a Dienes-készlettel, amit kizérdlag utasitasok végrehajtasanak céljabol vehe-
tett kézbe; barmiféle jatéktevékenység a készlet darabkdival fegyelmezetlenségnek
minGstilt.

A sz6t az eredeti freudi értelmében hasznalom, azaz: visszacsiszas egy korabbi, mar
meghaladott fejlédési szintre. Eztttal nem a patologikus formairél beszélek, hanem a
személy altal kontrollalt , jotékony” valtozatardl.

Nyilvan a tudatosakat is, de ennek nem feltétele a regresszio.

A ,sejtés” persze az esetek tobbségében intuicid, ami nem sziikségképpen insight, de




a dienesi strukttraalkotas folyamatanak kontextusaban igaz ez az allitas. A , sejtés”
szOt itt a maga koznapi értelmében hasznalom, nem a matematikusokat foglalkoztato,
bizonyitasra szorul6 allitas értelmében.

15 Felirat a tablan: ,Aztdn csoda torténik.” A masik professzor tanacsa:, Azt hiszem, itt
a masodik lépésben vildgosabban kellene fogalmazni.” Forras: http://wiki.ubc.ca/
images/8/8a/Cartoon.math.gif

16 A valé vilag dolgaiba belekédolt anal6gidk ugyanigy mtikodnek!

17 BALINT (2013)

18 Nincs kizarva azonban, hogy néha az egyént sajat tudattalanja segiti ki, bar bizonyos
értelemben ez a segitség is , kiviilr6l” jon.

19 Az insight keletkezésének ezek a feltételei kevéssé irhatok le egzakt médon. A hét-
koznapokban ritkan kapunk tanéri segitséget: legtobbszor a véletlenen mulik, hogy
rabukkanunk-e a sziikséges informéciora, ,,szembejon-e” az analégia, megérkezik-e a
»light touch” a kell6 id6ben. Még kevésbé irhatok le egzaktul a ,telibe talalds” valo-
szintileg nagyon is szubjektiv feltételei...

20 A fight or flight jegyében nyilvan olyanok is vannak, akik megkiizdenek a problémaval,
de valészintileg 6k a kisebbséget képviselik.
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